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Resum. La hipotesi d’homotopia de Grothendieck afirma que l'estudi dels tipus d’homotopia dels espais
topologics és equivalent a 'estudi dels co-grupoides, tot illustrant com idees importants en teoria de cate-
gories d’ordre superior troben el seu origen en conceptes homotopics basics. En la practica hi ha diferents
models per als co-grupoides i donar una demostracié de la hipotesi d’homotopia és una prova per a la
idoneitat d'un tal model. En aquest article resumim una demostracié de la hipotesi d’homotopia usant
categories topologiques (és a dir, categories enriquides sobre espais topologics) com a models per als co-
grupoides. En el mateix context, proposem un model manejable per al co-grupoide fonamental dun espai
topologic.

1 Introduccié

Aquest article és fruit de I'estudi d’una equivalencia entre els espais topologics i els co-grupoides
en el marc de la teoria d’homotopia: la hipotesi d’homotopia. Comengarem examinant la teoria i
els resultats que van culminar un estudi exhaustiu de la relacié entre espais topologics i conjunts
simplicials desenvolupat durant els anys cinquanta i seixanta. Els seus origens retrocedeixen fins a
Kan, per la seva feina introduint els functors adjunts, i va arribar a una gran fita amb la feina de
Quillen en categories de models. Tot seguit, entrarem en el context de la teoria de categories d’ordre
superior, en el qual es troben els co-grupoides, per a demostrar la hipotesi d’homotopia.

Que és la topologia algebraica?

El concepte fonamental en aquesta area de les matematiques és el d’homotopia, que és una nocié
de “deformacié” continua. Concretament, dues aplicacions sén homotopes si es poden “deformar”
l'una en l'altra de forma continua. D’aqui sorgeix la nocié d’equivaléncia homotopica (feble) entre
espais topologics; per exemple, el pla sense 1’origen és homotopicament equivalent a la circumferen-
cia. L'objectiu de la topologia algebraica és classificar els tipus d’homotopia dels espais topologics,
on diem que dos espais son del mateix tipus si sén homotopicament equivalents. Per a fer aixo,
s’estudien invariants per equivaléncia homotopica com el grup fonamental. El grup fonamental és
un invariant molt atil per a classificar els tipus d’homotopia, pero esta lluny de permetre fer-ne una

classificacié o modelitzacié completa. Buscarem objectes algebraics que si que ho facin.

Models per als tipus d’homotopia

Una forma més natural d’emmagatzemar la informacié del grup fonamental és considerar el gru-
poide fonamental, ja que no ens cal fer cap tria de punt base. El grupoide fonamental és una categoria
que té per objectes els punts de 1'espai topologic i per morfismes classes d’homotopia de camins.
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No és sorprenent que aquest no permeti classificar els tipus d’homotopia
de forma completa, ja que perdem molta informacié en considerar els ca-
mins modul homotopia. Per tant, ara passem a prendre els camins com /\

a morfismes i guardem la informaci6é sobre les homotopies per separat. * = .
Considerarem les homotopies com a morfismes d’ordre 2, és a dir, mor- U
fismes entre morfismes. De la mateixa manera, considerem homotopies

entre homotopies com a morfismes d’ordre 3, etc. Vegeu una representacio

d’aquesta idea a la figura a ma dreta.

L’objecte obtingut en considerar les homotopies de tots els ordres és 1'anomenat co-grupoide
fonamental. Aquest és una idea genuina d’co-grupoide, amb el qual Alexander Grothendieck va
motivar la seva conjectura que deia que hauria d’existir un bon model per a la nocié d’co-grupoide
pel qual I’estudi dels tipus d’homotopia dels espais topologics sigui equivalent al dels co-grupoides.
Aix0 és el que es coneix com la hipotesi d’homotopia i és vista com una prova per a la idoneitat
d’un model d’co-grupoide. Les idees de Grothendieck es troben en el seu manuscrit A la poursuite
des champs, on el matematic comenga la cerca d’un tal model.

Un cop equipats amb les idees d’aquesta breu introduccié, podem donar sentit als objectius
d’aquest article: primer, resumir la demostracié descrita a [8] de la hipotesi d’homotopia usant
categories topologiques com a models per als co-grupoides; segon, donar un model intuitiu i ac-
cessible de 1’co-grupoide fonamental d"un espai topologic. Per a demostrar la hipotesi d’homotopia
usarem la formalitzaci6 de les categories de models. Concretament, demostrarem que les categories
homotopiques dels espais topologics i dels co-grupoides sén equivalents.

2 Categories de models

Hi ha molts contextos ben coneguts en els quals emergeix una teoria d’homotopia, com ara espais
topologics, complexos de cadenes o conjunts simplicials. En els anys seixanta, Quillen va caracte-
ritzar el comportament en comt de diversos exemples i va presentar un conjunt d’axiomes per a
una teoria d’homotopia, els quals donen lloc a la definici6 que segueix. Una categoria de models és
una categoria amb una estructura addicional donada per tres classes de morfismes: equivaléncies
febles, fibracions i cofibracions, que satisfan els axiomes de Quillen (vegeu [5] per als detalls). En una
categoria de models tenim una nocié d’homotopia i hi podem desenvolupar una teoria d’homoto-
pia. La relaci6 d’homotopia és d’equivaléncia i es comporta bé amb la composicié sobre morfismes
entre objectes que son alhora fibrants i cofibrants; podem restringir 1’atencié a aquests “bons” objectes
perque representen els tipus d’homotopia. Per tant, la categoria segiient esta ben definida:

Definici6 2.1. La categoria homotopica Ho(C) d’una categoria de models C es defineix com segueix:

* Els objectes son els objectes de C que sén, alhora, fibrants i cofibrants.

e Si X iY sén dos objectes de C, definim Ho(C)(X,Y) = [X,Y], on els claudators denoten les
classes d’homotopia d’aplicacions.

* Si fig son dues aplicacions que es poden compondre a C, definim [f] o [¢g] = [f o g].

La maquinaria de les categories de models ens permet mostrar que la categoria que tot just hem
definit és equivalent a la categoria obtinguda en invertir formalment totes les equivaléncies febles
de C, la qual cosa indica que les equivalencies febles aporten la informacié essencial sobre la teoria
d’homotopia a C.

Tenim una nocié d’equivaléncia entre categories de models: equivaléncia de Quillen. Veiem
les teories d’homotopia de dues categories de models Quillen equivalents com a coincidents i, en
particular, una equivaléncia de Quillen indueix una equivaléncia entre les respectives categories
homotopiques.



3 Visi6 general de la demostracié

En aquesta seccié presentem un esquema de la demostracié de la hipotesi d’homotopia que dona-
rem, obviant per ara les estructures de models. Tindrem tres equivalencies de Quillen: la primera
entre espais topologics i conjunts simplicials; la segona entre categories topologiques i categories
simplicials, la qual és una versié “enriquida” de la primera, i la tercera entre conjunts simplicials i
categories simplicials. Sota aquestes equivalencies exposarem una equivaléncia entre les categories
homotopiques dels espais topologics i dels co-grupoides, cosa que provara la hipotesi d’homotopia.

4 Espais topologics i conjunts simplicials

El resultat segiient, presentat amb la formalitzaci6é de Quillen, culmina la comparaci6 entre les teori-
es d’homotopia dels espais topologics i dels conjunts simplicials desenvolupada a mitjans del segle
passat. Considerem la categoria dels espais topologics, denotada Top, equipada amb 1’estructura de
models estandard [5, § 2.4] i la categoria dels conjunts simplicials, denotada sSet, amb l'estructura
de models de Quillen [3, teorema 11.3].

Teorema 4.1 (Quillen [9, cap. 1, § 4]). El functor complex singular Sing i el functor realitzacié geometrica
| — | formen una equivaléncia de Quillen entre Top i sSet.

Per exemple, les equivaléncies febles a 1’estructura de models considerada a Top sén aquelles
aplicacions que indueixen isomorfismes entre grups d’homotopia i una bijeccié entre components
connexes, és a dir, les equivaléncies homotopiques febles.

En el nostre context, d’entre els conjunts simplicials ens sén d’especial interés les quasicategories
i els conjunts de Kan. Aquests sén conjunts simplicials que comparteixen una estructura particu-
larment rica i els segons s6n una subfamilia dels primers. Els objectes que sén, alhora, fibrants i
cofibrants en 'estructura de models de Quillen sobre conjunts simplicials sén els conjunts de Kan,
els quals serveixen com a models combinatoris dels tipus d’homotopia dels espais topologics, a
conseqiiencia del resultat anterior.

5 Categories enriquides

Entrem en el context en el qual definirem els co-grupoides: les categories enriquides (vegeu [7,
apendix A.1.3 i A.1.4] per als detalls). Els casos que ens interessen a nosaltres son les categories
topologiques i les categories simplicials. Aquestes sén objectes algebraics en els quals tenim una
nocié de morfismes de tots els ordres.

Definicié 5.1. Una categoria topologica és una categoria enriquida sobre espais topologics (compac-
tament generats i Hausdorff).

Demanem aquestes condicions tecniques sobre els espais amb la fina-

litat d’obtenir un functor fins a categories simplicials. En una categoria g
topologica C, per a cada parell d’objectes x i ¥ tenim un espai topoldgic

polog P P ) Yy . F” polog x T RN
C(x,y), els punts del qual podem pensar com a morfismes d’ordre 1. Si f \.,
i ¢ s6n dos punts de I'espai topologic C(x,y), aleshores podem pensar un 7

cami entre aquests dos com a un morfisme d’ordre 2. Vegeu la illustracié
a ma dreta.

En general, un morfisme d’ordre n de C, per a n > 1, és una homotopia (un cami quan n = 2)
entre dos morfismes d’ordre n — 1 dins l'espai topologic corresponent.

Definici6 5.2. Una categoria simplicial és una categoria enriquida sobre conjunts simplicials.
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En una categoria simplicial C, per a cada parell d’objectes x i y tenim un conjunt simplicial
C(X,Y). Podem pensar els seus n-simplexs com a morfismes d’ordre n + 1.

L’equivalencia de Quillen descrita entre espais topologics i conjunts simplicials s’eleva a una
equivalencia de Quillen entre la categoria de les categories topologiques, denotada tCat, i la cate-
goria de les categories simplicials, denotada sCat, amb versions “enriquides” de les estructures de
models a Top i sSet, respectivament; tal estructura a sCat és l'estructura de models de Bergner [2].
Per exemple, vegeu la definici6 segiient:

Definici6 5.3. Diem que un functor enriquit F: C — D entre categories topologiques és una equiva-
lencia feble si satisfa el segiient:

e Per a cada parell d’objectes X,Y € C, el morfisme induit C(X,Y) — D(FX,FY) és una equi-
valencia homotopica feble entre espais topologics.

* Cada objecte de D és isomorf dins hD a FX, per a algun X € C.

L’analogia amb espais topologics és clara: la definicié donada és una versi6 feble de la nocié
d’equivalencia de categories, de la mateixa manera que les equivalencies homotopiques febles ho
son respecte a les equivalencies homotopiques. En definitiva, el resultat d’aquesta secci6 és el
seglient:

Teorema 5.4 (Amrani [1]). L'adjuncié | — | : sCat = tCat : Sing és una equivalencia de Quillen.

6 oo-grupoides

Ara podem definir els co-grupoides com a aquelles categories topologiques en les quals tot morfisme
és invertible llevat de morfismes d’ordre superior o, en altres paraules, on tot morfisme té un invers
homotopic. Tot morfisme d’ordre més gran que 1 en una categoria topologica és una homotopia (un
cami quan n = 2) en algun espai topologic i, per tant, té una inversa llevat d’homotopia, és a dir,
és invertible llevat de morfismes d’ordre superior. Ens falta demanar el mateix per als morfismes
d’ordre 1. Per a fer-ho és convenient la definici6 segiient.

Definicié 6.1. La categoria homotopica hC d’una categoria topologica C és defineix com segueix:
* Els seus objectes son els objectes de C.
e Si X iY s6n dos objectes de C, definim hC(X,Y) = pC(X,Y).
Definicié 6.2. Sigui C una categoria topologica. Diem que C és un co-grupoide si hC és un grupoide.

Un grupoide és una categoria on tot morfisme és invertible. Per tant, la condici6 hC garanteix
que per a tot morfisme f existeix un morfisme g en direcci6 contraria tal que g o f és a la mateixa
component arc-connexa que la identitat en I’espai d’endomorfismes corresponent i semblantment
amb f o ¢. s a dir, qualsevol morfisme d’ordre 1 també té un invers homotopic.

La categoria dels co-grupoides i els functors topologicament enriquits sera denotada per co-Grpd.
Ens referirem a la subcategoria plena de Ho(tCat) formada pels co-grupoides com a la categoria ho-
motopica dels co-grupoides i sera denotada per Ho(co-Grpd).

7 Complexos de Kan i co-grupoides

L’equivalencia entre conjunts simplicials i categories simplicials és establerta pel functor nervi cohe-
rent N, que és una versi6é “enriquida” del nervi ordinari d’una categoria, i el seu adjunt per 1'es-
querra denotat € (vegeu [7, § 1.1.5] per als detalls). Aquesta equivaléncia cobra sentit en el context
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de la teoria de categories d’ordre superior. Tant les quasicategories com les categories simplicials es
poden prendre com a model de les anomenades co-categories i donen lloc a teories equivalents, i les
més completes fins al moment.

Els conjunts simplicials admeten una estructura de models anomenada de Joyal [6, teorema 6.12].
Es oportt remarcar que els objectes fibrants en aquesta estructura de models a sSet sén les qua-
sicategories, i les quasicategories tals que la seva categoria homotopica [7, definici6 1.1.5.14] és un
grupoide son precisament els conjunts de Kan, els quals poden servir com a models combinatoris
dels co-grupoides.

Les estructures de models de Joyal i de Quillen sobre conjunts simplicials sén diferents, pero a
[8] hem demostrat que sobre els conjunts de Kan sén suficientment semblants: les seves categories
homotopiques sén isomorfes quan ens restringim als conjunts de Kan. En conseqiiéncia, anomenem
ambdues subcategories la categoria homotopica dels conjunts de Kan, la qual denotem per Ho(Kan).
El resultat segtient formalitza I'equivaléncia enunciada i és un pilar dels fonaments de la teoria de
categories d’ordre superior:

Teorema 7.1 (Lurie [7, teorema 2.2.5.1]). L'adjuncié (&, N) és una equivaléncia de Quillen entre sSet amb
'estructura de models de Joyal i sCat amb I’estructura de models de Bergner.

Corollari 7.2. L'adjuncié (|€|, N Sing) és una equivaléncia de Quillen entre sSet amb I'estructura de models
de Joyal i tCat amb I'estructura de models de [1].

A [8] hem demostrat que aquesta es restringeix a una adjuncié
|€] : Kan & co-Grpd : N Sing

on les components de la unitat i la counitat sén equivalencies febles i, en conseqiiéncia, isomorfismes
a les categories homotopiques. Per tant, aquesta adjuncié indueix una equivaléncia entre categories
homotopiques.

8 La hipotesi d’homotopia

Reunint els resultats obtinguts fins al moment, tenim els functors

|- | ¢
Top &——= Kan |—><—| oo-Grpd
Sing N Sing

que indueixen equivaléncies de categories

- ¢
Ho(Top) % Ho(Kan) ‘4><—| Ho(co-Grpd).
Sing N Sing

Aix0 conclou la demostracié de la hipotesi d’homotopia. En particular, hem trobat una ma-
nera d’associar a un topologic X un objecte algebraic que codifica el seu tipus d’homotopia: 1'co-
grupoide |€(Sing X)|.

9 L’co-grupoide fonamental com a categoria topologica
Donat un espai topologic X, I'co-grupoide |€(Sing X)| modelitza el seu tipus d’homotopia, pero
aquest no és transparent ni entenedor com desitjariem. Ara proposem un model per a 1'co-grupoide

fonamental, el qual denotarem per Il (X), que creiem que és més manejable i intuitiu, i veurem
que també codifica el tipus d’homotopia de I’espai topologic.
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Definicié 9.1. Definim una categoria topologica HOQ(X ) com segueix:

* Els seus objectes son els punts de X.

* Six1iysén dos objectes, definim I'le, (X)(x,y) com l'espai de camins de Moore de x a y:
{(f.r) € XB xRy [ f(0) =x, f(r) =y, f(s)=f(r)sis=r}.

e Si ¢ és un cami que comenga on acaba f, definim (g,s) o (f,r) com (f *g,7+5), on

(f*g)(t):{f(t) sio<t<r

g(t—r) sit>r.

e El cami constant (cy,0) de longitud 0 com a identitat.

La ra6 per la qual usem camins de Moore és que aquests ens permeten obtenir una concatenacié
de camins associativa, la qual no s’obté si usem reparametritzacions com és habitual. Prosseguim a
comprovar la idoneitat del model proposat.

Proposici6 9.2. La categoria topologica I (X) és un oo-grupoide per a tot espai X.

Demostracié. Tot cami de Moore (f,r) té un invers homotopic (g, ), on g recorre el mateix cami que
f, pero en sentit contrari. O

Acabem amb el resultat que ens confirma que Il (X) té el tipus d’homotopia adequat.

Teorema 9.3. Els co-grupoides |€(Sing X)| i I (X) son categories topologiques feblement equivalents per
a tot espai X.

Demostracié. Es basa en el fet que Il (X) és feblement equivalent al monoide topologic (VX d’en-
domorfismes d’un punt xy quan X és arc-connex, on ()’ X denota I’espai de llagos de Moore. ]

En particular, I, (X) codifica el tipus d’homotopia de 1'espai X.

10 Conclusions

* Representar els co-grupoides com a categories topologiques permet donar una demostracié
molt adient de la hipotesi d’homotopia de Grothendieck.

e Elmodel I (X ) de I'co-grupoide fonamental d"un espai X definit mitjan¢ant camins de Moore
és fidel a la idea intuitiva d’co-grupoide fonamental i és equivalent al model que s’obté a partir
de I'adjunci6 de Quillen (¢, N).
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